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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. Απόδειξη σχολικού βιβλίου σελίδα 135. 
 
Α2. α) Η πρόταση είναι ψευδής. 
β) Αιτιολόγηση: Σελίδα 99 σχολικού βιβλίου (η f(x)=|x| είναι συνεχής στο 
x=0 αλλά όχι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό). 
 
Α3. Ορισμός σχολικού βιβλίου σελίδα 73. 
 
Α4.  α) Λ 

β) Σ 
γ) Λ 
δ) Σ 
ε) Σ 

 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. Α=(0, +) Β=(-, 1)(1, +) 
Α1= {xB, g(x)A} 
ቊ ݔ ≠ 1௫

ଵି௫ > 0 ⇔ ൜ ݔ ≠ 1)ݔ1 − (ݔ > 0 ⇔ 0 < ݔ < 1   
Άρα η fog ορίζεται στο σύνολο A1=(0, 1) και έχει τύπο: 
(fog)(x)=f(g(x))=ln g(x)=lnቀ ௫

ଵି௫ቁ , ݔ ∈ (0, 1) 
 
B2. Έχουμε h(x)=(fog)(x)=ln ቀ ௫

ଵି௫ቁ , ݔ ∈ (0, 1). 
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Για κάθε x(0, 1) έχουμε ℎᇱ(ݔ) = ൬݈݊ ቀ ௫
ଵି௫ቁ൰ᇱ = ݔ݈݊) − ln(1 − ᇱ((ݔ =

ଵ
௫ + ଵ

ଵି௫ > 0. 
Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1), οπότε η h είναι 1-1 και 
επομένως η συνάρτηση h αντιστρέφεται. 
Έχουμε ߰ = ݈݊ ቀ ௫

ଵି௫ቁ ⇔ ௫
ଵି௫ = ݁௬ ⇔ ݔ + ௬݁ݔ = ݁௬ ⇔ ݔ = ௘೤

ଵା௘೤ ⇔
݂ିଵ(ݕ) = ௘೤

ଵା௘೤ ݕ  ∈ ܴ. 
Άρα h-1(x)= ௘ೣ

ଵା௘ೣ , ݔ ∈ ܴ. 
 
B3. Για κάθε xR έχουμε ߮ᇱ(ݔ) = ௘ೣ

(ଵା௘ೣ)మ και ߮ᇱᇱ(ݔ) = ௘ೣ(ଵି௘ೣ)
(ଵା௘ೣ)య . 

Η μονοτονία της φ, η κυρτότητα και τα σημεία καμπής φαίνονται στον 
παρακάτω πίνακα: 
x                -                      0                        + 
φ΄(x)                       +                         + 
φ΄΄(x)                      +                         - 
φ(x)                                       ଵଶ 
                                            Σ.Κ. 
Η φ είναι γνησίως αύξουσα στο R και δεν έχει ακρότατα. 
Η φ είναι κυρτή στο (-, 0], κοίλη στο [0, +) και το σημείο Σ(0, ଵଶ) είναι 
σημείο καμπής της Cφ. 
 
Β4.  
 lim௫→ି∝ (ݔ)߮ = lim௫→ି∝

௘ೣ
௘ೣାଵ = ଴

଴ାଵ = 0 
Οπότε η ευθεία y=0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cφ στο -. 
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 lim௫→ା∝ (ݔ)߮ = lim௫→ା∝ (ݔ)߮ = lim௫→ା∝
௘ೣ

௘ೣାଵ
ቀା∝

ା∝ቁ
.ܦ= .ܮ ܪ

 

lim௫→ା∝
(௘ೣ)ᇱ

(௘ೣାଵ)ᇱ = lim௫→ା∝
௘ೣ
௘ೣ = 1. 

Οπότε η ευθεία y=1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cφ στο +. 
 
 
            x 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο [0, π] με f΄(x)= -συνx.  
Έστω σημείο Μ(x0, f(x0)) της γραφικής παράστασης της f. 
Η εφαπτομένη στο σημείο Μ είναι ε: y-f(x0)=f΄(x0) (x-x0) 
y+ημx0= - συνx0 (x-x0). 
Η ε διέρχεται από το σημείο Α(గ

ଶ , − గ
ଶ)  αν και μόνο αν 

− గ
ଶ + ߤߟ ଴ = ଴ݔߥ߭ߪ− ቀగ

ଶ −  ଴ቁݔ
− గ

ଶ + ߤߟ ଴ = − గ
ଶ ଴ݔߥ߭ߪ  +  ଴ݔߥ߭ߪ଴ݔ

ߤߟ ଴ + ߨ
2 ଴ݔߥ߭ߪ − ଴ݔߥ߭ߪ଴ݔ − ߨ

2 = 0 

1
2 

y=1 
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Θεωρούμε τη συνάρτηση 
(ݔ)߮ = ݔߤߟ + ߨ

2 ߥ߭ߪ − ݔߥ߭ߪݔ − ߨ
2 , ݔ ∈ [0,  [ߨ

Προφανείς ρίζες οι x=0, x=π αφού φ(0)=0 και φ(π)=0. 
Η φ είναι παραγωγίσιμη στο [0, π] με φ΄(x)=ημx(x-గ

ଶ)  
Το πρόσημο της φ΄ και η μονοτονία της φ φαίνονται στον παρακάτω 
πίνακα: 
x                0                      గ

ଶ                        π 
φ΄(x)                      -                         + 
φ(x)            0                     2-π/2                        0                              
                                       
  Η φ είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Δ1= [0, గ

ଶ] 
Οπότε φ(Δ1)=ቂ߮ ቀగ

ଶቁ , ߮(0)ቃ = ቂ2 − గ
ଶ , 0ቃ και αφού 0φ(Δ1) η εξίσωση 

φ(x)=0 έχει μοναδική ρίζα την x=0 στο διάστημα αυτό. 
 Η φ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα Δ2= ቂగ

ଶ ,  ቃ, οπότεߨ
φ(Δ2)=ቂ߮ ቀగ

ଶቁ , ቃ(ߨ)߮ = ቂ2 − గ
ଶ , 0ቃ και αφού 0φ (Δ2) η εξίσωση φ(x)=0 

έχει μοναδική ρίζα την x=π στο διάστημα αυτό. 
Άρα Ο(0, 0) και Μ(π, 0) τα σημεία επαφής. 
 Η εφαπτομένη ε1 της Cf στο σημείο της 0(0, 0) έχει εξίσωση  
ε1: y-f(0)=f΄(0) (x-0)y= -x. 
 Η εφαπτομένης ε2 της Cf στο σημείο της Μ(π, 0) έχει εξίσωση  
ε2: y-f(π)=f΄(π) (x-π) y=x-π. 
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Γ2.  
 
 
 
 
 
 
 
Οι ευθείες ε1, ε2 τέμνονται στο σημείο Γ ቀగ

ଶ , − గ
ଶቁ 

 Ε(ߗଶ) = − ׬ ݔ݀(ݔ)݂ = ׬ గݔ݀ ݔߤߟ
଴

గ
଴  

= ଴గ[ݔߥ߭ߪ−] = ߨߥ߭ߪ)− − (0ߥ߭ߪ = 2߬.  .ߤ
 Ε(ߗଵ) = (߁ߊߍ) − (ଶߗ)߃ = ଵ

ଶ ⋅ ߨ ⋅ గ
ଶ − 2 = ቀగమ

ସ − 2ቁ ߬.  .ߤ
Άρα ௲భ

௲మ = గమ
଼ − 1. 

 
Γ3. Έχουμε  
 lim௫→గ(݂(ݔ) + (ݔ = lim௫→గ(−ݔߤߟ + (ݔ = ߤߟ− ߨ + ߨ = ߨ > 0 
 lim௫→గ(݂(ݔ) − ݔ + (ߨ = lim௫→గ(−ݔߤߟ − ݔ + (ߨ = 0 και αφού f(x)>x-π για x 
κοντά στο π, τότε f(x)-x+π>0 για x κοντά στο π. 
Οπότε lim௫⟶గ

ଵ
௙(௫)ି௫ାగ = +∝ 

Επομένως lim௫⟶గ
௙(௫)ା௫

௙(௫)ି௫ାగ = lim௫→గ ቂ݂(ݔ) + (ݔ ⋅ ଵ
௙(௫)ି௫ାగቃ = +∝ 

 
Γ4. Για κάθε x[0, π] ισχύει f(x)x-π με το ίσον να ισχύει μόνο για x=π. 
Άρα ௙(௫)

௫ > 1 − గ
௫ για κάθε x[1, e]. 

0(0, 0) Μ(0, π) 

ε1 ε2 
Γ ቀగ

ଶ , − గ
ଶቁ 
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Η συνάρτηση h(x)=௙(௫)
௫ − 1 + గ

௫ είναι συνεχής στο [1, e] και ισχύει h(x)>0 
για κάθε x[1, e]. 
Άρα ׬ ℎ(ݔ)݀ݔ > 0 ⇔௘

ଵ  
න ൬݂(ݔ)

ݔ − 1 + ߨ
൰ݔ ݔ݀ > 0 ⇔௘

ଵ
 

න (ݔ)݂
ݔ ݔ݀ > න ቀ1 − ߨ

ቁݔ ௘ݔ݀
ଵ

⇔௘
ଵ

 

න (ݔ)݂
ݔ ݔ݀ > ݔ] − ଵ௘[ݔ݈݊ߨ ⇔௘

ଵ
 

න (ݔ)݂
ݔ ݔ݀ > ݁ − ߨ − 1௘

ଵ
 

 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. - Στο διάστημα  [-1, 0) η f έχει τύπο ݂(ݔ) = ସయݔ√  και είναι συνεχής. 
- Στο διάστημα (0, π] η f έχει τύπο f(x)=exημx και είναι συνεχής στο 
γινόμενο των συνεχών συναρτήσεων ex και ημx. 
- Επειδή lim௫→଴ష (ݔ)݂ = lim௫→଴ష ସయݔ√ = 0 
lim௫→଴శ (ݔ)݂ = lim௫→଴శ(݁௫ݔߤߟ) = ݁଴0ߤߟ = 0 

f(0)=0 
Τότε  
lim௫→଴శ (ݔ)݂ = lim௫→଴ష݂(ݔ) = ݂(0)  και άρα η f είναι συνεχής στο x0=0. 

Επομένως η f είναι συνεχής στο [-1, π]. 
 Για κάθε x(-1, 0) έχουμε ݂ᇱ(ݔ) = ൫√ݔସయ ൯ᇱ = ቀ|ݔ|ర

యቁᇱ = ቀ(−ݔ)ర
యቁᇱ =

− ସ
ଷ భ(ݔ−)

య και είναι f΄(x)<0 για κάθε x(-1, 0) 
 Για κάθε x(0, π) έχουμε f΄(x)=(exημx)ν=ex(ημx+συνx) 
Είναι f΄(x)=0ex(ημx+συνx)=0௘ೣஷ଴ሯልሰημx+συνx=0 
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ημx= -συνxεφx=-1ݔ = ଷగ
ସ  

 Εξετάζουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=0 

lim௫→଴ష
(ݔ)݂ − ݂(0)

ݔ − 0 = lim௫→଴ష
ସయݔ√

ݔ = lim௫→଴ష
ସଷ(ݔ−)

ݔ = lim௫→଴ ൤−(−ݔ)ଵଷ൨ = 0 

lim௫→଴శ
(ݔ)݂ − ݂(0)

ݔ − 0 = lim௫→଴శ
݁௫ߤߟ

ݔ = lim௫→଴శ ቀ݁௫ ݔߤߟ
ݔ ቁ = ݁଴ ⋅ 1 = 1 

Αφού lim௫→଴ష
௙(௫)ି௙(଴)

௫ି଴ ≠ lim௫→଴శ
௙(௫)ି௙(଴)

௫ି଴   
Τότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0=0. 
Άρα τα σημεία 0 και ଷగ

ସ  είναι τα κρίσιμα σημεία της f στο διάστημα [-1, π]. 
Δ2. Το πρόσημο της f΄ η μονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον 
παρακάτω πίνακα: 
x                -1            0             3π/4             π 
f΄(x)                  -               +                   - 
f(x)      Τ.Μ.                  Τ.Ε.          Τ.Μ.             Τ.Ε.                                                                           
                                       
Επειδή 
 ݂ᇱ ቀହగ

଺ ቁ = ݁ഏ
మ > 0, τότε f΄(x)>0 για κάθε xቀ0, ଷగ

ସ ቁ 
 ݂′ ቀହగ

଺ ቁ = ݁యഏ
ల ቀߤߟ ହగ

଺ + ߥ߭ߪ ହగ
଺ ቁ = 

݁ఱഏ
ల ቀଵ

ଶ − √ଷ
ଶ ቁ < 0, τότε f΄(x)<0 για κάθε xቀଷగ

ସ ,  .ቁߨ
Η f είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα [-1, 0] και 
ቂଷగ

ସ ,   .ቃߨ
Η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ቂ0, ଷగ

ସ ቃ. 
Στο x=0 η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το f(-1)=1. 
Στο x=0 η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το f(0)=0. 
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Στο ݔ = ଷగ
ସ  η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το ݂ ቀଷగ

ସ ቁ = √ଶ
ଶ ݁యഏ

ర  
Στο x=π η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το f(π)=0. 
Το σύνολο τιμών της f είναι το διάστημα ቂ0, √ଶ

ଶ ݁యഏ
ర ቃ. 

Δ3. Οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς στο [0, π]. 
Για κάθε x[0, π] έχουμε g(x)-f(x)=e5x-exημx=ex(e4x-ημx)>0 αφού  
 e4x1 για κάθε x[0, π] με το ισον να ισχύει μόνο για x=0 
 ημx1 για κάθε x[0, π] με το ισον να ισχύει μόνο για ݔ = గ

ଶ 
Άρα e4x>ημx για κάθε x[0, π]. 
Επομένως Ε(Ω)=׬ (ݔ)݃) − ݔ݀(ݔ)݂ = ׬ ݔ݀(ݔ)݃ − ׬ గݔ݀(ݔ)݂

଴
గ

଴
గ

଴ . 
Έχουμε ׬ ݔ݀(ݔ)݃ = ׬ ݁ହ௫݀ݔ = ቂ௘ఱೣ

ହ ቃ଴
గ = ௘ఱഏିଵ

ହ
గ

଴
గ

଴  
 ׬ ݔ݀(ݔ)݂ = ׬ ݁௫ݔ݀ݔߤߟ =గ

଴
గ

଴  
න (݁௫)ᇱݔ݀ݔߤߟ = [݁௫ݔߤߟ]଴గ − න ݁௫(ݔߤߟ)′݀ݔగ

଴
గ

଴
 

=− ׬ ݁௫ݔ݀ݔߥ߭ߪ = − ׬ (݁௫)′ݔ݀ݔߥ߭ߪగ
଴

గ
଴  

−[݁௫ݔߥ߭ߪ]଴గ + න ݁௫(−ݔߤߟ)݀ݔగ
଴

 
=݁గ + 1 − ׬ గݔ݀(ݔ)݂

଴  
Άρα ׬ ݔ݀(ݔ)݂ = ௘ഏାଵ

ଶ
గ

଴  
Επομένως (ߗ)߃ = ቀ௘ఱഏିଵ

ହ − ௘ഏାଵ
ଶ ቁ ߬.  .ߤ

Δ4. Με x[-1, π] έχουμε 
16݁ିଷగସ (ݔ)݂ − ݁ିଷగସ ݔ4) − ଶ(ߨ3 = 8√2 ⇔ 
16f(x)-(4x-3π)2=8√2 ݁యഏ

ర ⇔ 



ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 2017 

  
ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ ΦΛΩΡΟΠΟΥΛΟΥ 9 

 

(ݔ)݂ − ൬ݔ − ߨ3
4 ൰

ଶ
= √2

2 ݁ଷగସ ⇔ 

(ݔ)݂ − ቀ݂ ଷగ
ସ ቁ − ቀݔ − ଷగ

ସ ቁଶ = 0 (1) 
Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)= ݂(ݔ) − ቀ݂ ଷగ

ସ ቁ − ቀݔ − ଷగ
ସ ቁଶ, x[-1, π]. 

 ℎ ቀଷగ
ସ ቁ = 0 

 Αφού στο ݔ = ଷగ
ସ  η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο τότε για κάθε x[-1, π] 

ισχύει ݂(ݔ)݂ ቀଷగ
ସ ቁ με την ισότητα να ισχύει μόνο για ݔ = ଷగ

ସ . 
Άρα για κάθε x[−1, ଷగ

ସ ) ∪ (ଷగ
ସ , (ݔ)݂ ισχύουν [ߨ − ݂ ቀଷగ

ସ ቁ < 0 και 
 –(x-ଷగ

ସ )2<0, οπότε h(x)<0. 
Επομένως η ݔ = ଷగ

ସ  είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης h(x)=0 και άρα της 
εξίσωσης (1). 
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